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Resumo: Apresentamos conceitos algébricos basicos e fundamentais para o desenvolvimento
tedrico dos pares de Galois. Entdo enunciamos as defini¢cdes de pares de Galois e fazemos breves
comparacdes entre os conceitos. Destacamos as adjuncdes, que caracterizam um caso de par de
Galois e mostramos algumas de suas propriedades essenciais. Como resultado original,
introduzimos uma conexao de Galois que envolve conceito abstrato e universal de tradugdo entre
16gicas.
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Abstract: We present basic and fundamental algebraic concepts for the theoretical development of
Galois pairs. Then we enunciate the definitions of Galois pairs and make brief comparisons be-
tween the concepts. We emphasize the adjunctions, which characterize a case of pair of Galois and
we show some of its essential properties. As an original result, we introduce a Galois connection
that involves abstract and universal concept of translation between logics.
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Introducao

Muito do pensamento matemadtico grego cldssico era de natureza geométrica.
Nocoes fundamentais de quantidades eram pensadas segundo a geometria, de modo que o
conceito de numero era vinculado ao conceito de comprimento de um segmento. Desta
maneira, um numero correspondia a constru¢do de um segmento com comprimento
identificado a esse nimero. As operacdes de adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdao de
nimeros se faziam por construgdes geométricas, a partir de segmentos de retas e
circunferéncias.

Estas construgdes eram feitas por régua sem marcagdo e compasso. A partir da
unidade, eram construidos os ndimeros naturais, os nimeros fraciondrios e alguns nimeros

irracionais construtiveis.
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Sobre pares de funcoes de Galois

Neste ambiente surgiram os notdveis problemas da geometria grega, conhecidos
como problemas cldssicos, que desafiaram investigadores por milénios, pois algumas
construgdes ndo podiam ser feitas apenas com a régua sem escala € o compasso
(NASCIMENTO; FEITOSA, 2007).

Os trés problemas mais famosos sdo os seguintes: ‘a quadratura do circulo’, que
requer a constru¢cdo de um quadrado com érea igual a de um circulo dado; ‘a duplicacdo do
cubo’, que pede a constru¢do de um cubo cujo volume seja o dobro do volume de um cubo
dado; e ‘a trisseccdo do dngulo’, que solicita a constru¢do um angulo de medida igual a 1/3
da medida de um angulo dado.

Algumas solugdes sdao muito simples, mas os problemas pediam meios de resolver
o problema para todo e qualquer caso indicado.

Estes problemas permaneceram insoliveis por muito tempo, perto de 2.200 anos.
Somente a partir dos trabalhos de Evariste Galois [1811-1832] tais problemas puderam ser
finalmente resolvidos.

Evariste Galois nasceu numa aldeia préxima de Paris, no periodo apés a Revolugio
Francesa. Foi entusiasta do movimento revoluciondrio e aficionado pela matemadtica.
Como matematico, enfrentou o problema da resolubilidade de equagdes polinomiais por
meio de radicais. Assim como o conhecido algoritmo de Bhdéskara resolve qualquer
equacdo do segundo grau, usando raizes dos coeficientes da equagdo, Galois buscou
resolucdo para todas as equacdes de todos os graus acima de 2. Mais especificamente, para
graus acima de 4.

Galois morreu num duelo no dia 30 de maio de 1832, quando tinha 20 anos de
idade. Na noite que precedeu o duelo, Galois escreveu uma carta a um amigo com suas
pesquisas e solicitou a pucagdo, que aconteceu no mesmo ano. Estes trabalhos de Galois
permitiram respostas as indagacdes da resolubilidade de equagdes polinomiais por meio de
radicais e que, em acréscimo, deu meios para a resolu¢ao dos famosos classicos.

A partir do conceito de extensdo de corpos, introduzidos por Galois, foi possivel
comprovar a impossibilidade de algumas construcdes com régua sem marcas € compasso.
Vejamos alguns s6 uma palhinha, sem precisarmos compreender todos os detalhes
(Nascimento, Feitosa, 2013).

Consideremos que K é um corpo, como o dos nimeros racionais, e L é uma
extensdo finita de K, subcorpos dos nimeros reais. Por Lk indicamos o conjunto de todos
os corpos intermedidrios entre K e L, ordenados pela inclusdo. Agora, consideremos o

grupo de Galois de L sobre K, denotado por Gal(K, L), o conjunto de todos os
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Sobre pares de funcoes de Galois

automorfismos de L que fixam os elementos de K, e seja S(Gal(K, L)), o conjunto de todos
os subgrupos de Gal(K, L), que sdo subgrupos normais, ordenados pela inclusio .

A Teoria de Galois mostra que a cada corpo F de Lk estd associado um Gnico grupo
de S(Gal(K, L)) e que a cada grupo de S(Gal(K, L)) estd associado um tinico corpo de Lk.

Temos, assim, um par de fungdes com sentidos invertidos:

f: Ly = S(Gal(K, 1)) e g: S(Gal(K, 1)) = Lk.

Os pares de Galois que tratamos aqui sao motivados pelo par de funcdes, dados
acima. Sao pares de funcdes com sentidos invertidos e tém sido investigados no contexto
das estruturas de ordem.

Surpreendentemente, eles surgem com enorme frequéncia no contexto matemaético,
com interesses muito distintos entre eles. Estas funcdes realcam alguns aspectos da
ordenacdo e veremos um caso que envolve o conceito de ldgica, mais precisamente de
tradugdes entre logicas. Veremos que cada tradugdo entre ldgicas caracteriza um par de
Galois.

Apresentamos inicialmente as noc¢des algébricas essenciais para o desenvolvimento
tedrico destas nocdes sobre pares de Galois. Em seguida, apresentamos as defini¢des de
pares de Galois e fazemos algumas comparacdes entre os conceitos definidos.

Para justificarmos importantes propriedades dos pares de Galois, tomamos um par,
as adjuncgdes, e para elas demonstramos vérias propriedades, as quais podem ser adaptadas
para as outras defini¢cOes de pares de Galois.

Introduzimos um exemplo de adjuncdo, que € um particular par de Galois.

Apresentaremos 0s conceitos essenciais € daremos uma pequena contribuicdo

original.

1. Nocoes algébricas basicas

Nesta secdo apresentamos conceitos algébricos basicos que serdo usados para os

desenvolvimentos posteriores (Nascimento, Feitosa, 2013).

Defini¢ao 1.1: Uma relacdo bindria < sobre um conjunto A € uma ordem parcial se a
relacdo é:

(i) reflexiva: para todo a € A, temos que a < a,
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Sobre pares de funcoes de Galois

(i1) antissimétrica: paratodos a,b € A,sea<beb<a,entdioa=>b,

(ii1) transitiva: paratodos a,b,c € A,sea<beb <c,entdoa<c.

Definicao 1.2: Conjunto parcialmente ordenado (poset) é um par (A, <) em que A é um

conjunto ndo vazio e < é uma ordem parcial sobre A.

Definicao 1.3: Sejam (A, <) um poset e a, b € A. O supremo do par {a, b}, caso exista, é 0
elemento ¢ € A que satisfaz:
(i)a<ceb<c,

(i)a<deb<d=c<d.

Definicao 1.4: Sejam (A, <) um poset e a, b € A. O infimo do par {a, b}, caso exista, € o
elemento e € A que satisfaz:
(i)e<aee<b,

() f<aef<b=f<e.

Usualmente, denotamos o supremo de {a, b} por sup{a, b} ou por avb, e o infimo
de {a, b} por inf{a, b} ou por aAb. O supremo de {a, b} é o menor limitante superior de

{a, b} e o infimo de {a, b} e 0 maior limitante inferior de {a, b}.

Definicao 1.5: Seja (R, <) um poset tal que para quaisquer a, b € R existe o inf{a, b} e o
sup{a, b}. Denominamos de reticulado a estrutura algébrica determinada por (R,A, v) em

que anb =inf{a, b} e avb = sup{a, b}.

Definicao 1.6: Seja f:(A, <p) — (P, <p) uma funcdo entre dois conjuntos parcialmente
ordenados. Dizemos que a fungdo f:
(i) preserva as ordens se a <y b = f(a) <p f(b)

(1) inverte as ordens se a <5 b = f(b) <p f(a).

No contexto da andlise, usualmente estas funcdes sdo chamadas de crescente e

decrescente, respectivamente. Mas € menos usual esta denominacdo nos contextos dos
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pares de Galois. Outras vezes elas s@o chamadas de is6tonas e antitonas. A primeira

também ocorre com o nome de mondtona.

Definicao 1.7: Se t: (A, <) — (A, <), entdo:
(i) a funcao f é idempotente se fof = f,
(ii) a fungdo f € extensiva ou inflaciondria se para todo a € A, a < f(a),

(ii1) a fun¢do f é deflaciondria se para todo a € A, f(a) <a.

Definicao 1.8: Se f: (A, <) — (A, <), entdo a funcdo f € um:
(1) operador de Tarski (operador do fecho dedutivo), se f € extensiva (ou
inflaciondria), preserva ordens e € idempotente,

(i1) operador de interior se f € deflaciondria, preserva ordens e € idempotente.

2. Pares de Galois

A seguir, apresentamos os pares de Galois. Ha variagdes de definicdo e
desenvolvimento destes conceitos. Sugerimos como fontes (Dunn, Hardegree, 2001), (Ore,

1944) e (Smith, 2010).

Definicao 2.1: Se (A, <) e (P, <p) sdo conjuntos parcialmente ordenados, a € Aep € P
sdo elementos quaisquer e f: A — P e g: P — A sdo fun¢des, entao:

(i) o par (f, g) é uma conexao de Galois se: a < g(p) < p <p f(a)

(i) o par (f, g)d € uma conexao dual de Galois se: g(p) <aa < f(a) <pp

(iii) o par [f, g] é uma adjuncdo se: a < g(p) < f(a) <pp

(iv) o par [f, g]° é uma adjuncdo dual se: g(p) <a a < p <p f(a).

O nome adjun¢do vem da teoria das categorias. Em muitos textos sobre o tema, o

par [f, g] também é chamado de residuado.

Se (A, <a) é um conjunto parcialmente ordenado, entdo denotaremos a ordem

. | .
inversa de <5 por < e, desse modo, (A, <) = (A, (Sa) ). Assim,a<pa b < b <", a.
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Para (A, <4) e (P, <p) conjuntos parcialmente ordenados e f: A > Pe g: P > A
fungdes, temos:
(1) Se (f, g) é uma conexdo de Galois, entdo (g, f) € também uma conexdo de Galois.
(2) Se (1, g)Gl ¢ uma conexao dual de Galois, entdo (g, f)! ¢ também uma conexdo dual de
Galois.
(3) Se [f, g] é uma adjuncdo, entdo [g, f]Ol € uma adjuncgao dual.

(4) Se [f, g]Gl ¢ uma adjuncdo dual, entdo [g, f] € uma adjuncao.

Se (f, g) ¢ uma conexao de Galois para (A, <) e (P, <p), entdo:
(5) (f, g)* é uma conexio dual de Galois para (A, <5 ) e (P, <%p).
(6) [f, g] é uma adjungdo para (A, <) e (P, <*"p).
(7) [f, g]* é uma adjuncdo dual para (A, <5 ) e (P, <p).

A seguir, destacamos as adjungdes, como um caso de par de Galois. Demonstramos
varios resultados sobre as adjuncgdes. Estes resultados, com as devidas particularidades,

podem ser adaptados aos demais pares de Galois.

3. Adjuncoes

Nesta se¢do, tomamos um dos pares de Galois, as adjunc¢des, € mostramos muitas
de suas propriedades.

Em alguns textos sobre os pares de Galois, as adjuncdes sao chamadas de conexdes
de Galois, como em (Smith, 2010). Mas a nossa escolha do nome de conexdo de Galois
estd de acordo com a original Teoria de Galois.

Seguimos a apresentacdo de (Dunn, Hardegree, 2001) e (Orlowska, Rewitzky,

2010).

Definigdo 3.1: Dados dois conjuntos parcialmente ordenados (A, <a) e (P, <p) e as funcdes
f:A—>Peg:P—> A, opar [f, g] € uma adjuncio de Galois quando para todo a € A e todo

p € P vale a<, g(p) & f(a) <pp.
Quando ndo necessario, ndo indicaremos as ordens com os indices e escreveremos

apenas <.

A proposi¢do seguinte nos dd condi¢des para termos uma adjuncao.
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Proposicao 3.2: Sejam (A, <) e (P, <) duas ordens parciais, f: A — P e g: P — A funcdes,
a,be Aep,q e P.Opar [f, g] ¢ uma adjuncio se, e somente se, valem as condicdes:

(1) a < g(f(a))

(i) f(g(p)) <p

(111) a<b = f(a) < f(b)

(iv)p=q= g(p)=g(q):
Demonstragdo: (=) (i) Como f(a) < f(a) e [f, g] € uma adjunc¢do, entdo f(a) < f(a) & a <
g(f(2)). Logo, a = g(f(a)).

(ii) Como g(p) = g(p) e [f, g] € uma adjuncdo, entdo g(p) = g(p) < f(g(p)) = p.
Logo, f(g(p)) =p.

(ii1) Seja a < b. Por (i), b < g(f(b)) e, entdo, a < g(f(b)). Desde que [f, g] € uma
adjuncdo, entdo a < g(f(b)) < f(a) < f(b). Logo, f(a) < f(b).

(iv) Seja p < q. Por (i1), f(g(p)) < p e, entdo, f(g(p)) < q. Desde que [f, g] € uma
adjungdo, entdo f(g(p)) = q < g(p) = g(q). Logo, g(p) = g(@).

(=) a = glp) = f(a) = f(g(p)) = f(a) = p = g(f(a) = g(p) = a = g(p). Assim,
a<g(p) < f(a)<p. [

Diante desta proposi¢do, temos outra maneira de caracterizarmos uma adjungado. O
par [f, g] € uma adjuncdo se as funcgdes f e g preservam as ordens e as compostas gof e fog

sdo, respectivamente, inflaciondria e deflaciondria.

Coroldrio 3.3: Se o par [f, g] € uma adjuncdo para as ordens parciais (A, <) e (P, <), entdo:
f(a) = f(g(f(a))) e g(b) = g(f(g(b))).
Demonstracdo: De (1), a < g(f(a)) e entdo, por (iii), f(a) < f(g(f(a))). Mas, por (i), f(g(f(a)))

<f(a). Assim, f(a) = f(g(f(a))). A outra igualdade se verifica de modo anélogo. [

Coroldrio 3.4: Se o par [f, g] € uma adjuncdo para (A, <) e (P, <), entdo as duas
composi¢des gof e fog sao operadores de Tarski e de interior, respectivamente, sobre A e
P.

Demonstragdo: Por (i), para todo a € A, a < g(f(a)). Agora, se a < b, entdo f(a) < f(b) e,

dai, g(f(a)) < g(f(b)). Como, pela proposicao anterior, f(g(f(a))) = f(a), entdo g(f(g(f(a)))) =
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g(f(a)). Logo, gof é um operador de Tarski sobre A. De modo andlogo, verificamos o caso

da composicao fog. |

Exemplo 3.5: Seja R uma relagdo entre os conjuntos E e F, isto é, R ExF, e
consideremos entdo as seguintes relacdes de ordem (P(E), <) e (P(F), ). Agora,
definamos as seguintes func¢des: f: P(E) — P(F) dada por f(A) = {y € F: (3x € A)(xRy)},
e g: P(F) > P(E) dadapor g(B) = {x € E: (Vy) xRy = y € B}.

Mostraremos que [f, g] é uma adjuncdo. Para tanto, devemos verificar que (i)
Arc Ay = f(A) < f(A), (i) Bi < B, = g(B)) < g(By), (iii) f(g(B)) € B, (iv) A
g(f(A)), conforme Proposi¢ado 3.2.

(i) Consideremos entdo que A; < A,. Se y € f(A)), entdo (Ix € Aj)(xRy). Da
hipdtese, temos que (Ix € Ay)(xRy) e, portanto, y € f(A,). Logo f(A;) < f(Ay).

(i) Consideremos que B; < B,. Se x € g(B)), entdo (Vy)(xRy = y € Byj). Da
hipotese, temos que (Vy)(xRy = y € B») e, portanto, x € g(B,). Logo g(B;) < g(B»).

(i11) Se y € f(g(B)), entdo existe x € g(B) tal que xRy. Agora, se xRy e x € g(B),
entdo y € B. Logo, f(g(B)) < B.

(iv) Suponhamos que A & g(f(A)). Entao existe x € A tal que x ¢ g(f(A)). Dai, ndo
€ o caso que (Vy)(xRy = y € f(A)). Logo, existe y tal que xRy e y ¢ f(A). Dey ¢ f(A),

temos que ndo € o caso que existe x tal que xRy, o que contradiz a afirmacdo anterior.

Exemplo 3.6: Como um caso particular do exemplo anterior, consideremos que E =F e R
¢ uma ordem parcial < sobre E. Entdo f: P(E) — P(E) € definida por f(A)={y e E: (3x €
A)(x <y)}, que consiste de todos os elementos de E que majoram algum elemento de A, e
g: P(E) —> P(E) é definida por g(B) = {x € E : (Vy)x <y — y € B)}, que consiste de

todos os elementos de E que ndo majoram qualquer elemento de B.

Exemplo 3.7: Consideremos uma funcdo h: E — F e as relacdes de ordem (P(E), ©) e
(P(F), ©).

Definamos entio a imagem direta via h por f: P(E) - P(F) com f(A) = {y € F: 3x
€ A e h(x) =y}, e aimagem inversa via h por g: P(F) > P(E)comg(B)={x e E:y e B
e h(x)=y}.
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Devemos verificar que [f, g] € uma adjun¢do. Mas este € um subcaso do Exemplo

3.5,quando R=h = {(x, h(x)) : x € E}, f(A) =h(A)e g(B) = h'l(B).

Proposicao 3.8: Se o par [f, g] é uma adjuncdo para os reticulados (A, A, V) e (P, A, Vv),
entdo valem:

() f(x v y) = 00 v fi(y),

(i) gx A y) = g(x) A &(y).
Demonstracdo: (i) Como x <xvyey=<x vy, entio f(x) <f(x vy)efly) <fx vy),
donde segue que f(x) v f(y) < f(x v y). Por outro lado, f(x) < {(x) v f(y) e f(y) < f(x) v {(y),
donde segue que x < g(f(x)) < g(f(x) v f(y)) e y < g(f(y)) < g(f(x) v f(y)). Assim, X vy <
g(f(x) v £(y)). Logo f(x v y) < f(g(f(x) v f(y)) < f(x) v f(y).

(i1) E andloga. [

Proposicao 3.9: Se [f, gi] e [f, g2] sd@o adjungdes para (A, <) e (P, <), entdo: g; = .
Também, se [f}, g] e [f>, g] s@o adjungdes para (A, <) e (P, <), entdo: f; = f,.
Demonstracdo: Dado p € P, como g; e g, sdo funcdes, entdo estdo definidos gi(p) e g2(p).
Da Defini¢ao de adjuncao segue que: (i) g1(p) < g2(p) < f(gi(p)) <p e (i1) g2(p) < gi(p) &
f(g2(p)) < p. Como pela Proposicio 3.2, f(g1(p)) < p e f(g2(p)) < p entdo gi(p) < g(p) e
2(p) < gi(p). Portanto, g;(p) = g2(p). Como isto vale para todo p € P, entdo g; = g».

A outra demonstragdo € andloga a esta. [ |

Proposigao 3.10: Se o par [f, g] € uma adjuncdo para (A, <) e (P, <), entdao valem:

() aegP)=g(a)=a

(i) p € f(A) < f(g(p)) =p

(i) f(A) = f(g(P))

(iv) g(P) = g(f(A)).
Demonstragdo: (i) Segue da Proposi¢ao 3.3: (=) Se a € g(P), entdo existe p € P tal que
g(p) = a. Dai, g(f(a)) = g(f(g(p))) = g(p) = a. (<) Se g(f(a)) = a, entdo para b = f(a) temos
que g(b) = ae, portanto, a € g(P).

(ii) E andloga.
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(iii) Se p € f(A), por (ii), p = f(g(p)) e, portanto, p € f(g(P)). Logo f(A) < f(g(P)).
Agora, se p € f(g(P)), entdo p = f(a) para algum a € g(P) € A. Assim, p € f(A) e f(g(P)) <
f(A). Portanto, f(A) = f(g(P)).

(iv) E andloga. [ ]

Assim, cada ponto a € g(P) é ponto fixo da funcdo gof e cada ponto p € f(A) é

ponto fixo da func¢do fog.

Proposicao 3.11: Se o par [f, g] € uma adjuncdo para (A, <) e (P, <), entdo:

(1) f(a) =min{p € P:a< g(p)}

(11) g(p) = max{a € A: f(a) <p}.
Demonstragdo: (1) Dado a € A, como pela Proposicdo 3.2 a < g(f(a)), entdo f(a) € {p € P:
a<g(p)}. Agora,sec € {p € P: a<g(p)}, entdo a < g(c) e dai f(a) < f(g(c)). Como f(g(c))
< ¢, pela Proposi¢do 3.2, portanto, f(a) < c. Logo, f(a) = min{p € P: a<g(p)}.

(i1) Dado p € P, como pela Proposicdo 3.2 f(g(p)) < p, entdo g(p) € {a € A: f(a) <
p}. Agora, se ¢c € {a € A: f(a) <p}, entdo f(c) < p e dai g(f(c)) < g(p) e, portanto, ¢ < g(p),
pois pela Proposi¢do 3.2, ¢ < g(f(c)). Logo, g(p) = max{a € A: f(a) <p}. [ ]

Proposicao 3.12: Se [f;,g:] é uma adjuncdo para (A,<) e (B,<) e [f2,22] € uma adjungdo
para (B,<) e (C,S), entdo [f,0f},2,022] € uma adjuncdo para (A,<) e (C,S).

Demonstragio: a < g102:(c) = g1(22(c)) < fi(@) < g:(¢) < fr(fi(@) < ¢ = frofi(a) <c. m

Cada par de Galois tem resultados semelhantes a estes sobre as adjuncdes. Nos

quadros seguintes, faremos uma sintese dos resultados principais para cada par.

Sejam (A,<) e (P,<) conjuntos parcialmente ordenados, a € A e p € P elementos

quaisquer e f: A — Pe g: P — A fungdes.

(f, g) conexao de (A, ) e (P, <) (f, g)d conexdo dual de (A, <) e (P, <)
a<g(p) < p<=fla) gp)sasfla)<p
f e g invertem as ordens f e ginvertem as ordens
fog e gof sdo inflaciondrias fog e gof sdo deflaciondrias
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fog e gof sdo operadores de Tarski fog e gof sdo operadores de interior
fogof =fe gofog=g fogof =fe gofog=g¢g
f(a) =max{p e P:a<g(p)} f(a) = min{p € P : g(p) <a}
g(p) =max{a € A :p<f(a)} g(p) =min{a € A : f(a) <p}
[f, g] adjuncdo de (A, <) e (P, ) [f, g]ol adjuncdo dual de (A, <) e (P, <)
a<g(p) < f@=<p g(p)<a< p<fla)
f e g preservam as ordens f e g preservam as ordens
fog € deflaciondria e gof € inflaciondria fog € inflaciondria e gof é deflaciondria
fog e gof sdo respectivamente fog e gof sdo respectivamente operadores
operadores de interior e de Tarski de Tarski e de interior
fogof =fe gofog=g¢g fogof =fe gofog=g¢g
f(a) =min{p € P: a< g(p)} f(a) = max{p € P : g(p) < a}
g(p) =max{a € A : f(a) <p} g(p) =min{a € A: p<f(a)}

A seguir, introduzimos um exemplo de adjun¢do que vem de desenvolvimentos da

l16gica, vistas aqui numa versdo abstrata e universal.

4. Adjuncao vinda do conceito de traducao entre logicas

Veremos como o conceito de traducdo entre légicas nos permite gerar uma
adjuncao sobre espacgos de Tarski.

Para tanto, precisamos introduzir conceitos sobre tradugdes no contexto pretendido,
conforme (SILVA; D’OTTAVIANO e SETTE, 1999) e (FEITOSA; D’°OTTAVIANO,
2001).

As primeiras traducdes entre 16gicas surgiram no inicio do século XX. Sao fun¢des
definidas do conjunto de férmulas de uma légica no conjunto de férmulas de uma segunda
l6gica, com a intencdo de preservar propriedades de uma para a outra. Nos primeiros
casos, foram usadas para garantir a consisténcia de uma légica relativa a outra. Muitos
autores fizeram este caminho, conforme indicam os textos mencionados acima.

Da Silva, D’Ottaviano e Sette (1999), iniciaram um estudo geral de inter-relacdes
entre 16gicas, com uma definicdo de traducdo que deveria preservar a esséncia de um

sistema 16gico, a dedutibilidade.
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Contudo precisaram dizer o que seria, para este desenvolvimento, uma légica.
Apresentamos alguns destes desenvolvimentos nos proximos paragrafos.
Provas dos resultados sobre tradugdes podem ser encontrados em (FEITOSA,

D’OTTAVIANO, 2001).

Definicao 4.1: Uma légica € um par & = (L, C), em que L € o dominio de £e C é um

operador de consequéncia de Tarski sobre L.

Esta € uma definicio muito geral e abstrata de 16gica. Sdo logicas de Tarski e

caracterizam um tema de estudo na Légica chamado de Logica Universal.

Definicao 4.2: O operador de consequéncia C € finitario se, para todo B < L, tem-se que

C(B) = U{C(By) : B¢ é subconjunto finito de B}.

Podemos definir os operadores de consequéncia induzido e co-induzido.

Definicao 4.3: Seja & = (L, C) uma légica e A e B conjuntos quaisquer. Para a fungio
f: L — B, o operador de consequéncia co-induzido por f e & sobre B, € Cg tal que cada
D C B é fechado em (B, Cg) se f'(D) é um fechado de % E para a funcdo g: A > L, o
operador de consequéncia Cp induzido por Z e g sobre A € tal que cada E < A € fechado

em (A, C,) se existe um conjunto fechado D de #tal que E = g'](D).

Agora a definicdo e resultados sobre tradugdes entre 16gicas.

Definicao 4.4: Uma traducio da l6gica % = (L, Cy) na légica % = (L,, C,) é uma funcdo
t: L — L, tal que, para Bu{b} < L;:
b € Ci{(B) = t(b) € Cy(t(B)).

De acordo com a notacdo mais usual da Ldgica, podemos escrever esta condi¢ao
por:
B b= t(B) I t(b),

em que F; e -, denotam as relagdes de consequéncia légica de ¥, e %, respectivamente.
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Proposigcao 4.5: Uma funcdo t: L; — L, € tradugdo se, e somente se, para todo A < L,

tem-se que t(C;(A)) < Cy(t(A)). |

Proposicao 4.6: A composi¢do de traducdes € uma tradugdo, a fungdo identidade entre
l6gicas € traducdo, a composicdo de tradugdes € associativa, a funcdo identidade € a
unidade para a composi¢ao de tradugdes.

Proposicao 4.7: Se t € uma funcao da légica % na légica %, entdo as seguintes condi¢des
sdo equivalentes:

(1) t € uma traducdo

(i1) a imagem inversa de cada conjunto fechado de % € um fechado de %

(iii) a imagem inversa de cada conjunto aberto de %, € um aberto de %

(iv) para todo B € L,, tem-se que C l(t’l(B)) c t'l(Cz(B)). [ |

Definicao 4.8: Uma funcgio entre duas logicas t: # — % é fechada quando leva conjuntos

fechados de % em conjuntos fechados de %.

Proposigcao 4.9: Uma funcdo t: ¥ — % € fechada se, e somente se, para todo A € L,

tem-se que Cy(t(A)) € t(C(A)). [ |

Proposicao 4.10: Uma tradugdo t: & — % € uma funcio fechada se, e somente se, para

todo A C Ly, segue-se que t(Ci(A)) = Co(t(A)). |
Definicdo 4.11: Duas légicas % e % sdo ¥-homeomorfas se existe uma funcgdo bijetiva
t:Lj—> Ly, tal que t e t! sdo tradugdes. Neste caso, a funcdo t é denominada ¥#-

homeomorfismo.

Proposicao 4.12: Seja t: ¥ — % uma funcdo bijetiva. A funcdo t é um %

homeomorfismo se, e somente se, para todo A < L, tem-se t(C;(A)) = C(t(A)). [ |
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Definigao 4.13: Sejam C e C, dois operadores de consequéncia sobre L. O operador C é
mais forte que Cy ou Cy é mais fraco que C se todo conjunto fechado segundo C € também

um fechado segundo C.

Proposicao 4.14: Sejam C e Cy dois operadores de consequéncia sobre L. O operador C é

mais forte que Cy se, e somente se, para todo A € L, Cy(A) < C(A). [

Proposicao 4.15: Se ¥ ¢é uma légica, B é um conjunto, t: L — B é uma funcio e Cg é o
operador de consequéncia co-induzido por #e t em B, entdo Cg € o mais fraco operador de

consequéncia. ]

Proposicao 4.16: Se & é uma légica, A é um conjunto, t: A — L é uma funcdo e Cp é 0
operador de consequéncia induzido por £ e t em A, entdo C, é 0 mais forte operador de

consequéncia que faz de t uma traducao. ]

Agora estamos em condi¢do de explicitar a adjuncao pretendida, que é motivada

por uma tradugao entre 1ogicas.

Consideremos duas logicas &) e % e uma tradugdo t: L; — L,. Agora, indiquemos
as colecdes de todas as teorias ou conjuntos fechados de % e % por F(#) e F(%),
respectivamente. Sejam f: F(#) — F(#) definida por f(D) = Cy(t(D)) e g: F(%) — F(#)
definida por g(E) = t'(E).

Teorema 4.17: O par [f, g], definido acima, € uma adjunc¢ao para (F(%)), <) e (F(%), ©).
Demonstragdo: Pela Proposicdo 3.2, devemos mostrar que f e g preservam ordem, fog é
deflaciondria e gof € inflacionaria.

Se A, B € F(#) e A c B, entdo t(A) < t(B) e Cx(t(A)) < Cy(t(B)), isto é, f(A)
f(B) e, portanto, f preserva ordem.

Se P, Q € F(%) e P — Q, entdo t’l(P) c t'l(Q), isto é, g(P) < g(Q) e, portanto, g
preserva ordem.

Agora, dado A e F(#)), temos que A < t'(t(A)) = t'(Ca(t(A))) = g(Ca(t(A))) =
g(f(A)). Logo, gof € inflaciondria.
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Dado P € F(%), como t(t"'(P)) < P, temos que f(g(P)) = f((t'(P)) = Co(t(t'(P))
C,(P) = P. Logo, fog é deflaciondria. n

Consideracoes finais

Os pares de Galois sdo muito frequentes nos contextos matematicos. Temos aqui
mais um exemplo.

O conceito de conexdo de Galois surge dos desenvolvimentos originais de Galois
para resolver o problema de solu¢des de uma equacdo algébrica por meio de radicais. Para
isso, relacionam-se extensdes de corpos com grupos de automorfismos, como citado na
introducdo, e com isso, para cada extensdo tem-se um grupo e, para cada grupo, tem-se
uma extensao.

Esta € uma técnica recorrente na Matematica, usamos uma fun¢do, que pode ser
denominada de reducdo, para transpor um problema de um ambiente em que a solugdo nao
€ facil, ou pelo menos ndo € conhecida, para outro em que a solu¢do € possivel e tratavel.
Naturalmente, precisamos retornar ao ambiente original para a solu¢iao do problema dado.

A partir do contexto inicial, algebristas generalizaram o conceito de conexdo de
Galois para funcdes entre estruturas de ordem, como apresentado nestas notas. Neste
contexto estendido e algébrico pudemos ampliar as conexdes de Galois para os pares de
Galois, também tratados aqui.

Entdo, temos reconhecido muitos pares de Galois na literatura matematica. Os
textos da bibliografia apontam muitos deles e ndés damos um exemplo adicional neste
artigo.

Os pares de Galois surgem na Defini¢do 2.1 correlacionando as ordens. Como um
passo futuro, ao olharmos para a Proposi¢do 3.2, percebemos que podemos fazer outras
composi¢Oes e obtermos mais que quatro pares de Galois. Seria interessante investigar
sobre estas outras combinagdes possiveis. Temos algum desenvolvimento sobre estas
possibilidades, mas ainda estamos na elaboracdao tedrica. Estes resultados virdo

posteriormente.
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