NOCOES DE MODELOS EM LOGICAS UNIVERSAIS

NOTIONS OF MODELS IN UNIVERSAL LOGICS

Hércules de Araljo Feitosal
Angela Pereira Rodrigues Moreira?
Itala Maria Loffredo D Ottaviano®

Resumo: Neste artigo trabalhamos com nocgles gerais de ldgica num ambiente abstrato.
Fazemos uso de conceitos de traducBes entre l6gicas para relacionar estruturas sintatica e
semantica, atrelando, assim, os conceitos de traducdes entre l6gicas aos conceitos de correcdo e
completude de uma ldgica. Tradugdes sdo também vinculadas a no¢do de funcéo continua. Por
fim, por meio de nocdes de modelos 16gicos, obtemos légicas abstratas.
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Abstract: In this article we work with general notions of logic in an abstract environment. We
use concepts of translations between logics to relate syntactic and semantic structures, thus,
connecting the concepts of translation between logics and the concepts of soundness and
completeness for a logic. Translations are also binding with the notion of continuous function.
Finally, by means of logical models, we obtain some general notions of abstract logics.
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Introducéo

Nas investigacGes contemporaneas sobre ldgica(s), alguns aspectos séo
geralmente aceitos: hd uma multiplicidade de sistemas ldgicos, cada sistema €
determinado sobre uma linguagem artificial especifica, existem dispositivos que
caracterizam o aspecto dedutivo daquele sistema l6gico, o componente dedutivo carrega
consigo algum compromisso com o formal, que esta vinculado a forma ou a um
esquema a ser preservado.

Desenvolvemos, aqui, algumas nocBes bastante gerais de 16gica em um contexto
gue ainda ndo exige uma linguagem formal com conectivos ou operadores I6gicos sobre

aquela linguagem. Pretendemos desenvolver uma analise de aspectos l6gicos que ndo
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exijam esses usuais aspectos e nos atermos a nogdo da dedutibilidade. Certamente 0s
demais componentes usuais dos sistemas 16gicos sdo relevantes, porém procuraremos
fazer um caminho do geral, do muito geral, para o particular, e esperamos, com isto, ter
clareza de alguns caminhos e eventualmente descortinarmos aspectos nao revelados em
outras empreitadas.

A tradicdo de investigar I6gicas em seus aspectos mais gerais e universais esta
dentro do contexto da Filosofia da Logica e tem recebido diversos nomes, como logicas,
sistemas dedutivos, logicas abstratas e logicas universais, tal como sugere Beziau
(2007). Este autor espelha a expressdo logica universal no termo algebra universal, com
o0 entendimento de que olhamos para as muitas apresentacdes gerais ou abstratas como
um empreendimento para a sua compreensdo no contexto da Filosofia da Logica.

No desenvolvimento do texto, resgatamos aspectos bem desenvolvidos desta
tradicdo e incluimos alguns aspectos originados nas nossas investigacdes, bem como
explicagbes conceituais que ndo estdo necessariamente presentes nos muitos tratados

indicados na bibliografia.

1 Definicao de logica de Tarski

A definicdo seguinte destaca um aspecto essencial da concepcdo de légica, a
relacdo de consequéncia. Tarski (1983), o proponente desta definicdo, julgou que ela
contemplaria algumas das no¢oes essenciais de ldgica, a relacdo de consequéncia ldgica.
Mais detalhes sobre este desenvolvimento abstrato de légica podem ser vistos em (de
SOUZA, 2001 e 2002), (D’OTTAVIANO; FEITOSA, 2007), (MARTIN; POLLARD,
1996) e (WOICICKI, 1988).

A seguir, o conjunto E serd o dominio das unidades logicas, que podem ser
proposicles, sentencas, juizos, enunciados ou quaisquer outros portadores légicos de
verdade. Nesta empreitada abstrata, isto ndo se faz fundamental.

Dado um conjunto E, um operador de consequéncia sobre E é uma funcgdo C:

P(E) — P(E) tal que, para todos A, B c E:

(1) A< C(A) [autodedutibilidade]
(i) Ac B = C(A) < C(B) [monotonicidade]
(iii) C(C(A)) < C(A) [idempoténcia].
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O conjunto C(A) deve ser entendido como as consequéncias do conjunto A ou a

colecdo dos itens que podem ser deduzidos ou derivados de A.

Dos itens (i) e (ii), observamos que para todo operador de consequéncia C vale a
igualdade C(C(A)) = C(A).

Uma logica abstrata é um par (E, C), em que E é um conjunto qualquer e C é

um operador de consequéncia sobre E.

Em geral, no ambiente Idgico, a relacdo de consequéncia é aplicada passo a
passo, sempre sobre um conjunto finito de dados, usualmente chamadas de premissas. A
cada passo obtemos uma conclusdo e podemos continuar mais e mais nesse
procedimento, com um passo de cada vez. A definicdo seguinte caracteriza este aspecto
para o operador acima definido.

O operador de consequéncia C sobre E ¢é finitario quando, para todo A ¢ E, vale
0 seguinte:
C(A) = U{C(A¥) : As é subconjunto finito de A}.

O conjunto A é fechado em (E, C) se C(A) = A, e é aberto se 0 seu

complementar, A®, ¢é fechado.

Dada uma légica (E, C), considera-se a seguinte relacdo definida sobre E:
X~Y < C(X) =C(Y).

Proposicédo 1.1: Arelacdo ~ € uma equivaléncia sobre E.
Demonstracéo: (E1) Desde que C(X) = C(X), entdo X ~ X.

(E2) Se X ~Y,entdo C(X) = C(Y) e, dai, Y ~ X,

(Es) SeX~YeY~Z entdo C(X) = C(Y) e C(Y) = C(2), donde segue que
C(X) = C(2) e, portanto, X ~ Z. [

Se X = {x} e Y = {y} sdo conjuntos unitarios, entdo {x} ~ {y} < C(X) = C(Y)
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e, desse modo, X € C(y) ey € C(x). E usual 0 abuso desta notagao e escrever-se apenas

X~y << C(x) = C(y).

A relagdo de consequéncia no contexto logico tem duas variantes essenciais: a
sintdtica e a semantica. Passaremos a discuti-las neste contexto bastante geral no qual

optamos tratar os conceitos 16gicos.

Na variante sintética, usualmente, tomamos uma linguagem formal L, sobre a
qual definimos o conjunto das férmulas (ou sentencas bem formadas) For(L). Entdo um
operador de consequéncia sobre a linguagem L deve ser visto como um operador de
consequéncia sobre o conjunto For(L).

Precisa-se ai determinar exatamente como € esta relacdo de consequéncia.
Alguns métodos bastante conhecidos sdo empregados. Muito comuns sdo 0s sistemas
axiomaticos, motivados pelo desenvolvimento axiomatico da geometria euclidiana, mas
também os sistemas de deducao natural e calculo de sequentes, introduzidos em 1935
por Gerhard Gentzen (1969), e os sistemas de Tabl6s (Smullyan, 1968). Estes sistemas
dedutivos sdo evidenciados por regras e tém, em geral, como uma caracteristica

essencial o fato de serem algoritmicos.

Usualmente escrevemos que A — X para indicar que sintaticamente x € C(A).

Ainda neste contexto, os conjuntos fechados sdo denominados de teorias e cada
elemento de uma teoria é chamado de teorema da teoria.

Esta analise sobre as logicas pode ser refinada ao considerarmos propriedades
especificas de determinadas linguagens. Contudo, dado o carater universal da nossa
abordagem, nédo especificaremos o conjunto For(L) e continuaremos com um conjunto
genérico E.

A variante semantica trata da deducdo sobre estruturas matematicas e, de modo
geral, ndo tem a caracteristica algoritmica da versao sintatica. Na estrutura matematica
modelo séo distinguidos alguns elementos para darem conta da verdade ou do valido e a
relacdo se aplica se em toda situacdo em que as premissas sdo validas (verdadeiras),
também a concluséo é valida (verdadeira).

Da mesma forma que sdo muitos os métodos dedutivos, também sdo diversos 0s
ambientes semanticos para as muitas légicas. Nem todos sdo completamente

excludentes, mas destacamos as valoragdes, as matrizes logicas, os modelos algébricos,
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modelos no estilo Kripke, no estilo topoldgico, de grafos, entre outros.
Na secdo seguinte, tentaremos explicitar aspectos bastante gerais de alguns

destes tipos de modelos.

2 Ldgicas abstratas no contexto seméantico

No ambiente semantico também exigimos as relacdes de consequéncia. Para
interpretarmos ou atribuirmos valor aos elementos sintaticos, tomamos certas estruturas
matematicas e uma funcédo de interpretacdo, também chamadas em muitos casos de
valoracdo ou atribuicdo, que leva cada elemento do contexto sintatico, num elemento
do contexto semantico e, posteriormente, buscamos relaciona-los como veremos
adiante.

Inicialmente, consideramos alguns aspectos dos ambientes semanticos
associados com as ldgicas. Estes ambientes seméanticos ou modelos tém algumas
classificacOes bastante frequentes em formas de: valoracdes, matrizes légicas, algebras,
modelos de Kripke, entre outros.

Mais a frente, veremos como a concepcdo abstrata destes tipos de modelos
podem gerar aspectos particulares de I6gicas abstratas.

A seguir descrevemos uma concepc¢do bastante geral dos modelos semanticos

associados a uma ldgica abstrata qualquer (FEITOSA, 1997).

Dada uma ldgica (E, C), buscamos uma classe de estruturas semanticas, que sdo
casos especificos de estruturas matematicas adequadas, em sentido a ser precisado.

Para cada ldgica, deve estar associada um conjunto de estruturas, indicada por

Est(E), o mesmo dominio, para o qual esteja definida uma relacdo de satisfacdo = <
Est(E) x E, com a seguinte intencdo: (€, X) € = ou, como usual, € = X, se a estrutura €

satisfaz o elemento x; e € ¥ X, se a estrutura € ndo satisfaz o elemento x.

Assim, existe uma funcdo de interpretacdo de E em Est(E) que atribui
significado as expressdes sintaticas de E em aspectos das estruturas matematicas de

Est(E). O conjunto Est(E) pode ser, mas ndo € necessario, muito diverso do conjunto E.

Se A c E, entdo a classe dos modelos de A é definida por Mod(A) =4t {€
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Est(E) : para todo x € A, € = x}. Por outro lado, dado M < Est(E), a teoria de M ¢

definida como Th(M) =4t {y € E : paratodo € € M, € E y}.

Segue destas defini¢cdes que A < Th(Mod(A)) e que M < Mod(Th(M)).
Se M = {€}, entdo Th(M) = Th(€) = {y € E : € = vy}, é 0 conjunto dos

elementos validos segundo o modelo €.

Proposicéo 2.1: Para A < B c E, tem-se que Mod(B) < Mod(A).
Demonstracéo: Se € € Mod(B), entdo € = vy, para todo y € B. Como A < B, em

particular, € = x, paratodo x € A. Logo, € € Mod(A). =

Proposicdo 2.2: Para M < N < Est(E), segue que Th(N) < Th(M).
Demonstracéo: Se x € Th(N), entdo, para toda € € N, vale que € = x. Como M < N,

entdo, paratodo € € M, € E x. Logo, X € Th(M). [

Dado A c E, as consequéncias de A, mddulo a classe de estruturas Est(E), €

definida por:

Cw(A) =4 Th(Mod(A)).

Proposicéo 2.3: A fungdo C- é um operador de consequéncia sobre E.
Demonstracdo: (i) A < Th(Mod(A)) = C-(A).

(if) Se A ¢ B, entdo Mod(B) < Mod(A) e, portanto, Th(Mod(A)) < Th(Mod(B)),
ou seja, C=(A) < C(B).

(iii) Pela observacdo acima, M < Mod(Th(M)). Agora, se M = Mod(A), entado
Mod(A) < Mod(Th(Mod(A))). Pela Proposicdo 2.2, Th(Mod(Th(Mod(A)))) <

Th(Mod(A)), ou seja, C=(C:(A)) < C=(A). n

Deste modo, o conjunto Th(Mod(A)) é fechado em (E, Cr). Cada tal conjunto é
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uma teoria na légica (E, Cv).
Se (E, C) é uma logica abstrata e Au{x} < E, entdo a expressdo A = X denota
que todo modelo de A é também modelo de x. Assim, A = x é outra forma de indicar

que X € C(A). Além disso, A = x é equivalente a C-({x}) = C-(A).

Consideremos que dada uma légica (E, C) existe uma classe de estruturas Est(E)

a qual estd associada uma outra légica abstrata como acima, denotada por (E, Cx).

O elemento x € E é um teorema se x € C(J) e x é valido, o que é denotado por
E X, se X € C=(D). A légica (E, C) é correta segundo (E, C-), se C(&) < C(D), isto
é, todo teorema de (E, C) e vélido em (E, Cr); ela é completa se C(J) < C(9), isto é,
todo membro valido em (E, C) é um teorema de (E, C); ela € adequada se é correta e
completa, ou seja, se C() = C=(9). A ldgica (E, C) é fortemente adequada segundo

(E, C:) se, paratodo A c E, tem-se C(A) = C=(A).

Os resultados seguintes ndo estdo nos textos da bibliografia, mas sdo adaptac6es

gerais e simples para ldgicas universais.

Proposic¢éo 2.4: Mod(A) = Mod(C=(A)).
Demonstracéo: Desde que A < C(A), pela Proposicdo 2.1, Mod(C=(A)) < Mod(A).
Agora, suponhamos que Mod(C<(A)) = Mod(A). Entdo existe € e Est(E), tal que € =

A, mas € = C-(A). Isto contradiz a definicdo de C-(A). m

Em particular, Mod(C=()) = Mod(<) = Est(E). Os teoremas da logica (E, C)

sdo validos em todas as estruturas de Est(E).

Proposicéo 2.5: C(A) < C=(B) < Mod(B) < Mod(A).
Demonstracéo: Pelas Proposicoes 2.1 e 2.4, temos C-(A) < C=(B) < Mod(C=(B)) <

Mod(C(A)) < Mod(B)  Mod(A). m
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Corolario 2.6: C=(A) = C=(B) < Mod(B) = Mod(A).

Proposicéo 2.7: Mod(A)uMod(B) < Mod(ANB).
Demonstracéo: Como AnB c Ae AnB c B, entdo Mod(A) < Mod(AnB) e Mod(B) —
Mod(AnB). Logo, Mod(A)uMod(B) < Mod(AnB). ]

Proposicéo 2.8: Mod(AuUB) < Mod(A) N Mod(B).
Demonstracédo: Como A < AuUB e B < AUB, entdio Mod(AuB) < Mod(A) e
Mod(AuB) < Mod(B). Logo, Mod(AuB) < Mod(A)NMod(B). =

Desde que Mod(A)~Mod(B) < Mod(A)uMod(B), entdo Mod(A)~Mod(B) <
Mod(AnB) e Mod(AUB) < Mod(A)uMod(B).

Proposicdo 2.9: (i) E X => AE X;
(i) xe A AEX;
(i) AcBeAEX=BEX;
(IVVAExe{X}Ey=AEY,
VAEXxeBU{x} Fy=AUBEY.

Demonstracéo: Imediato do fato A = X << Mod(A) < Mod(x). =

Todos estes resultados ndo dependem de particulares operadores l6gicos de cada
I6gica, mas fundamentalmente da metateoria conjuntista subjacente a estas teorias.
Esta consequéncia semantica embora aponte para uma logica (E, C.), depende

fundamentalmente dos modelos que estdo em Est(E). Nos proximos topicos, elucidamos
um pouco mais sobre este aspecto e caminhamos para olhar para alguns casos de

semanticas e trata-las neste contexto universal.

Interessa-nos, agora, estabelecer vinculos entre estruturas sintaticas e

semanticas. Como temos duas logicas abstratas, usualmente distintas, buscaremos
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relaciona-las. O conceito, também abstrato, de traducdes entre ldgicas nos servira de

esteio.

3 Traducdes entre logicas

Como usualmente as l6gicas sdo constituidas sobre linguagens e procuramos
comparar uma légica com outra, entdo fazemos isto através do conceito de funcao e
damos a esta funcdo o nome de traducdo entre ldgicas. A seguir apresentamos alguns
desenvolvimentos sobre as traducGes conforme (Feitosa, D’Ottaviano, 2001) e
(D’Ottaviano, Feitosa, 2007).

Uma traducao da l6gica (E1, C1) na ldgica (Ez, C2) € uma fungdo t: E1 — E> tal
que, para todo subconjunto Au{x} de Eg, vale:
x € C1(A) = t(x) € Co(t(A)).

Quando pensamos nos usuais sistemas logicos, uma traducédo € uma funcgéo entre

0s conjuntos de formulas dos dois sistemas que preserva derivabilidade:
A x=t(A) - t(x).
E se A=, entdo t(J) = O, e cada traducdo preserva teoremas:

X = t(x).

A seguir, indicaremos o conjunto imagem de A pela funcéo t por t(A) = {t(x) : X
e A}.
As demonstracdes dos resultados seguintes que ndo estdo inclusas, podem ser

vistas em (Feitosa, D’Ottaviano, 2001).

Proposicéo 3.1: Uma funcéo t: E1 — E2 é uma tradugéo se, e somente se, t(Ci(A)) <

Co(t(A)), paracadaAc E1. =
Proposi¢do 3.2: A composicao de duas traducfes é uma traducdo. A funcdo identidade

de uma légica nela mesma € uma traducdo. A composicao de traducGes é associativa. A

funcdo identidade é um elemento neutro para a composicéo de traducdes. [
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Proposicdo 3.3: Sejam (E1, C1) e (E2, C>) duas logicas e t: E1 — E> uma fungéo. Entéo t
é uma traducio se, e somente se, para todo B < E,, tem-se C1(t(B)) < t (Ca(B)).

Teorema 3.4: Sejam (E1, Ci1) e (E2, Cz) duas logicas e t: E1 — E> uma fungdo. As
seguintes afirmacOes sdo equivalentes:

(i) t € uma traducao;

(if) a imagem inversa de um conjunto fechado é um conjunto fechado;

(iii) a imagem inversa de um conjunto aberto é um conjunto aberto.

Uma funcdo f € fechada se a imagem de todo conjunto fechado segundo f é

fechado.

Um L-homeomorfismo entre as l6gicas (E1, C1) e (Ez2, C2) € uma funcdo bijetiva
t: E1 — E, tal que t e t sdo traduces. Neste caso, as logicas (E1, C1) e (Ez, Ca) sdo L-

homeomorfas.

Proposicdo 3.5: Se (E1, Ca1) e (E2, C2) sdo ldgicas e a funcdo t: E; — E» é bijetiva, entdo
t € um L-homeomorfismo se, e somente se, t(Ci(A)) = C2(t(A)), para todo A < Ex.

O conceito de traducdo conservativa refina o de traducdo e estard mais proximo

das aplicacdes que daremos para as tradugdes nos proximos passos.

Uma traducdo conservativa da logica (E1, C1) na l6gica (E2, C2) é uma funcéo t:
E1 — E» tal que, para todo subconjunto Au{x} de Eg, vale:
x € C1(A) < t(x) € Co(t(A)).

Uma aplicacdo conservativa é uma funcdo que preserva e conserva teoremas,

isto €, € uma funcgdo t: E1 — E> tal que, para todo x € Ex:

X € C1(D) < t(x) € Co(D).
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Cada traducdo conservativa € aplicagdo conservativa e traducdo, mas nao vale a
reciproca.

Como cada L-homeomorfismo é uma traducdo bijetiva para a qual a inversa
também é traducdo, entdo todo L-homeomorfismo é uma traducdo conservativa, porém

nem toda traducdo conservativa é um L-homeomaorfismo.

Teorema 3.6: Uma tradugéo de (E1, C1) em (E2, C>) é conservativa se, e somente se, t°

Y(C2(t(A)) < C1(A), para todo A c Es. »

Proposicao 3.7: A composicao de traducdes conservativas é uma traducao conservativa.
A identidade entre l6gicas é uma tradugdo conservativa. A composi¢do de traducdes

conservativa é associativa. A identidade ¢ uma unidade para a composicao. m

O teorema seguinte introduz uma outra condicdo, necessaria e suficiente, para
que uma fungdo t: (E1, C1) - (E2, C2) seja uma traducéo conservativa. Esta condicéo

depende de que os operadores de consequéncia de (E1, C1) e (E2, C2) sejam finitarios.

Teorema 3.8: Seja t: (E1, C1) — (E2, C2) uma funcéo entre logicas com operadores de
consequéncia finitarios. Entdo t € uma traducdo conservativa se, e somente se, para todo
AU{x} c Eifinito, tem-se que X € C1(A) < t(x) € Ca(t(A)).

Demonstracdo: (=) Se t é uma traducdo conservativa entdo, para todo Au{x} < Ei, x
e Ci(A) = t(x) € Co(t(A)), em particular, vale para A finito. (<) Desde que 0s
operadores de consequéncia Cy e C» séo finitarios e para um operador finitario C, C(B)
= U{C(Bs) : Bf é finito e Bf — B}, entdo o resultado segue imediatamente.

Se (E1, C1) e (Ez2, C2) sdo légicas que admitem a completude forte, entdo o

resultado anterior corresponde a compacidade dos sistemas.

Proposi¢do 3.9: Se existe uma tradugdo conservativa e recursiva de uma logica (E1, C1)

em uma logica decidivel (Ez, C>), entdo a primeira tambeém é decidivel. n

Proposigdo 3.10: Seja t: (E1, C1) — (E2, C2) uma aplicagdo conservativa. Se (Ez, C1) €
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ndo trivial, entdo (E2, C2) € ndo trivial. [

Muito frequentemente, ser ndo trivial € 0 mesmo que ser consistente, entdo a

aplicacdo conservativa t preserva consisténcia. Porém ha casos de exceg&o.

Proposigdo 3.11: Seja t: (E1, C1) —> (E2, C2) uma aplicacdo conservativa tal que Im(t) —

Co(D) # &. Se (Ez, C2) é ndo trivial, entdo (E1, C1) é ndo trivial. [

Corolério 3.12: Seja t: (E1, C1) — (E2, C2) uma aplicacdo conservativa e sobrejetiva.
Se (E2, C2) é ndo trivial, entdo (E1, C1) € ndo trivial.

Carnielli, Coniglio e D’Ottaviano (2007) introduzem a definicdo de tradugéo
contextual entre l6gicas, em que o conceito de logica é dado por uma linguagem
proposicional formal especifica, como uma funcdo que deve preservar certas meta-
propriedades.

A seguir, de modo original, colocamos esta definicdo de tradugdo contextual no
ambiente conjuntista apenas, para termos como comparar este conceito com aqueles até

aqui introduzidos.

Uma traducdo contextual abstrata da légica (Ei1, C1) na légica (E2, C2) € uma

funcdo t: E1 — E> tal que, para todo subconjunto Aiu{xi} de E1, i € {1, 2, ..., n}, vale:

{X1 S C1(A1), ., Xp-1 € Cl(An-l) = Xn € C1(An)} =

{t(x1) € Ca(t(AD)), ... , t(xn1) € Ca(t(An-1)) = t(xn) € Ca(t(An)}-

Proposicao 3.13: Toda tradugdo conservativa é uma traducéo contextual abstrata.
Demonstragdo: Suponhamos que t: Ex — E> é uma traducdo conservativa e para todo
subconjunto Aiu{xi} de E1, 1 € {1, 2, ...,n}, X1 € C1(A1), ..., Xn-1 € C1(An1) = Xn €
C1(An) e t(x1) € Cao(t(A1)), ... , t(Xn1) € C2(t(An-1)), como t é uma traducdo conservativa,
X1 € Ci(A1), ..., Xn1 € Ci(An1), dai xn € C1(An), € de t ser uma traducdo, t(xn)
Ca(t(An)). ]
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Assim, cada traducdo contextual abstrata é uma tradugdo e toda tradugdo
conservativa é uma traducéo contextual. Porém, nem toda traducdo contextual abstrata é
uma traducdo conservativa, por exemplo, a funcao identidade do calculo proposicional
intuicionista no célculo proposicional classico € uma traducdo contextual abstrata, mas

ndo € uma traducdo conservativa.

Tradug&o contextual conservativa de (Ez1, C1) em (E2, C2) € uma fungdo t: E1 —

E tal que, para todo subconjunto Aiu{xi} de E1, i € {1, 2, ..., n}, vale:

{x1 € C1(A1), ..., Xn-1 € C1(An1) = Xn € C1(An)} <

{t(x1) € Ca(t(AD), ..., t(xn1) € Ca(t(An-1)) = t(xn) € Ca(t(An)}-

A definicdo acima nos pareceu inicialmente interessante e talvez trouxesse algo
de novo, mas o conceito de traducdo contextual conservativa coincide com o conceito
de traducdo conservativa. Pois, pela Proposicdo 3.13, se t € uma tradugdo conservativa,
entdo temos a ida da defini¢do acima, e, por um procedimento analogo, temos a volta.
Claramente, se t € uma traducdo contextual conservativa, tomando n = 1, t é uma
traducdo conservativa.

A seguir observamos que as funcdes de interpretacdo relevantes de uma logica
nos seus modelos sdo casos particulares de traducgdes, traducdes contextuais abstratas e,

principalmente, de tradugdes conservativas.

4 Traducdes e interpretacdes entre l6gicas

Para que um sistema dedutivo tenha um definitivo status de l6gica, usualmente é
exigido para ele um ambiente semantico, ou mais especificamente, um modelo que seja
correto e completo. A parte sintatica € constituida sobre uma linguagem formal e o
aparato dedutivo fica estabelecido sobre as formulas ou sentencas bem formadas
daquela logica. Em geral, este contexto dedutivo & bastante preciso, mas pouco
intuitivo. O modelo € que tem a incumbéncia de trazer significados, explicacdes e
alguns aspectos que sdo idealizados no contexto formal para aquela légica.

Para este vinculo entre sintaxe e semantica, definem-se funcdes de interpretacao
que levam cada expressao sintatica bem formada num dnico elemento do modelo, e é

esperado que este modelo possa dar boas informacGes para as expressdes formais.
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Contudo, ndo ¢é usual uma funcdo no sentido contrério. Por isto 0 nome de funcdo de
interpretacao.

Segundo os desenvolvimentos anteriores, cada funcdo de interpretacdo vai de
uma logica abstrata (E1, C1) em uma ldgica modelo (Ez, C>) e deve ser vista como um
caso particular de tradugéo.

Se (E1, C1) e (E2, C») sdo logicas abstratas como acima e &: E1 — E> é uma
func8o de interpretacdo, entdo a logica (E1, Ci1) é fortemente correta segundo o modelo
(E2, C>) se a funcéo & é uma traducdo. A logica (E1, C1) € fortemente completa segundo
0 modelo (E2, C») se a funcdo & é uma traducdo conservativa. A légica (E1, C1) é
simplesmente correta e completa segundo o modelo (E2, C2) se a fungdo & € uma
aplicacdo conservativa.

A notagdo usual para uma logica fortemente correta e completa é: para AU{x}

E, A~ X se, e somente se, A = X. Mas esta ultima consequéncia € entendida pelo fato

de todo modelo de A ser também modelo de x. Para sermos mais precisos, neste
segundo caso, estamos numa outra logica abstrata, a I6gica modelo, e embora néo esteja
ai indicado na notacdo, ha uma funcdo interpretacdo da I6gica no modelo.

Como podemos variar muito as l6gicas e os modelos, é certo que apenas alguns
modelos sdo adequados para certa ldgica. Por exemplo, para a légica proposicional
classica, apenas modelos Booleanos sdo adequados. Estes modelos podem ser
algébricos, matriciais, de valoraces ou de Kripke, entre outros, mas precisam explicitar
as caracteristicas Booleanas da ldgica classica.

Diante disso, as combinacfes ndo podem ser quaisquer. Ha que se deixar muito
claro qual é a l6gica e qual o seu modelo.

Dadas as logicas abstratas (E1, C1) e (Ez2, C2) e uma funcdo de interpretacéo &: E:
— E», podemos pensar também num conceito que preserve meta-propriedades da ldgica
abstrata na logica modelo. A ldgica (E1, C1) é contextualmente correta segundo o

modelo (E2, C>) se a fungéo & é uma traducdo contextual.

5 Funcoes e tradugdes

Veremos algumas defini¢des adicionais de func¢bes que estdo vinculadas com as
traducbes, conforme (FEITOSA, 1997).
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5.1 Fungdes continuas como par de fungdes

Dada uma ldgica (E, C), o conjunto de todos os conjuntos fechados ou teorias de

(E, C) sera denotado por F(E).

Sejam (E1, Cy) e (E2, C2) duas logicas. Uma funcéo continua de (E1, C1) em (Ez,
C>) é um par de fungdes (f, F), f: E1 > E> e F: F(E2) —> F(E1), de maneira que, para
todos x € E1, B € F(E2) tem-se:

x € F(B) < f(x) € B.

Teorema 5.1: Sejam (E1, C1) e (E2, C>) duas l6gicas. Uma funcdo t: E1 — E> é traducéo
se, e somente se, existe T tal que (t, T) é continua.

Demonstracédo: (=) Se t é uma traducdo, define-se T: F(E2) — F(E1) por T(B) = t*(B),
para cada fechado B de (Ez, Cz). Com isto, X € T(B) & x € t1(B) < t(x) € tot*}(B) <
B. Logo, (t, T) é continua. (<) Sejam (t, T) continua e B € F(E>2). Entdo x € T(B)
& t(X) € B < x e t1(B). Desse modo, t*(B) = T(B) e como T(B) € F(E1), entdo t*(B)

é um fechado de (E1, C1). Portanto, t € uma tradug&o. [

Este resultado ndo é surpreendente, visto que ja mostramos que uma funcéao é
traducdo se, e somente se, a imagem inversa de cada conjunto fechado segundo a fungédo
¢ ainda um conjunto fechado. Algum mérito da definicdo estda em explicitar duas
funcbes que estdo presentes no conceito de tradugcdo e nem sempre sdo observadas.

5.2 O conceito de traducdo modelo tedrica

Tentamos um elo entre os conceitos de logica abstratas em contextos sintatico e

semantico.

Sejam (E1, C1) e (E2, C2) duas logicas e Est(E1) e Est(E2) os conjuntos de
estruturas associados a (Ei1, Ci1) e (E2, C»), respectivamente. Uma fungdo t: E; — E» é

uma tradugdo modelo tedrica se existe uma fungéo parcial F: Est(E2) — Est(Ez) tal que,

para todo x € E1 e todo € e Est(E2):
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CE tx) = FCE) E X

Proposigdo 5.2: Sejam (E1, C1) e (Ez, C2) logicas com semanticas adequadas (corretas e
completas) e t uma traducdo modelo tedrica entre elas. Se F é a fungdo que associa
modelos adequados da logica (E2, C2) com modelos adequados de (E1, C1), entdo:

= X = t(x).
Demonstracéo: Se i t(x), pela completude de (E2, C2), entdo k¥ t(x). Dessa maneira,

existe um modelo B € Mod(E>) tal que B ¥ t(x). Entdo, F(3) € Mod(E1) e F(B) k¥ X,

ou seja, ¥ X. Pela correcdo de (E1, C1), segue que K X. [

A reciproca da implicacdo da proposicdo anterior ndo é imediata, pois pode

existir algum D € Mod(Ey), tal que D ¢ Im(F). Assim, mesmo sabendo que t(x) € um

teorema de (Ez, Cz), ndo € possivel decidir sobre x em (E1, C1).

Proposigdo 5.3: Sejam (E1, C1) e (Ez, C2) logicas com semanticas adequadas (corretas e

completas) e t uma traducdo modelo tedrica entre elas. Se para B € Mod(L) tal que 3 ¥
X, existe A € Mod(M) de forma que F(A) = 3, entdo a funcdo t é uma aplicacéo

conservativa.

Demonstracdo: Se # X, entdo ¥ X e, dai, existe B € Mod(E1) tal que B = x. Entdo,

existe A € Mod(E2) com F(A) = B e B ¥ x. Assim, A # t(X) e, portanto, ¥ t(x), ou

seja, H# t(x). [

A conservatividade, localmente, exige que para cada modelo B3 € Mod(E1) que

satisfaz x, esteja associado um modelo A € Mod(E2) que satisfaz t(x) e vice-versa.

Corolario 5.4: Se (E1, C1) e (Ez, C2) sdo logicas com semanticas fortemente adequadas
e t é traducdo modelo tedrica, tal que F associa modelos fortemente adequados de (E>,

C>) a modelos fortemente adequados de (E1, C1), entdo t é traducéo.

Demonstracéo: Se t(B) 1 t(x), entdo t(B) & t(x). Dai, existe B € Mod(E>) tal que, B =
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t(B) e B k¥ t(x). Logo, F(B) = B e F(B) ¥ X, ou seja, B ¥~ x e, também, B - X. m

Coroléario 5.5: Sejam (E1, Cy), (E2, C2) e t como acima. Se para cada B € Mod(E1),

com B K X, existe A € Mod(E2) de forma que F(A) = 3, entdo a tradugdo t é

conservativa.

Demonstracéo: Se B # X, entdo B # X. Assim, existe B3 € Mod(E1) de maneira que 3

= Be B ¥ x. Dai, existe A € Mod(E>) tal que, F(A) = B. Portanto, A =t(B) e A ¥

t(x). m

Corolério 5.6: Sejam (E1, C1), (E2, C2) e t como no Corolario 5.4 e F sobrejetiva, entdo

a traducdo t € contextual abstrata.
Demonstracéo: Se t(B1) — t(x1), ... , t(Bn) — t(xn) € t(B) # t(x), entdo t(B1) = t(xu), ...,
t(Bn) = t(xn) e t(B) ¥ t(x). Por uma demonstragdo andloga & demonstragdo do Corolério

5.4, temos que B i+ x. Como F é sobrejetiva, podemos considerar B = F(A) € Est(Ea1)
tal que F(A) = Bj, paraalgum i € {1, ...,n}, entdo A = t(Bi). Logo, A = t(xi) e F(A) =
Xi, dai, Bi = Xi. Portanto, Bi - xj e contudo B i+ X. =

O conceito de traducdo modelo tedrica, com as restricdes impostas nos

resultados acima, permitem um vinculo simples com as traducdes, logicas e modelos

abstratos.

A seguir, buscaremos a partir do conceito geral de algumas semanticas bem
conhecidas, evidenciar procedimentos simples que geram modelos semanticos de
Tarski.

6 LOgicas abstratas vindas das semanticas usuais

Mostramos, a seguir, como podemos obter logicas abstratas a partir de algumas

nogdes de modelos logicos.
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6.1 As K-valoragodes

O conceito universal de valoracdo adotado a seguir foi proposto pelo professor
Newton C. A. da Costa, como uma abstracdo do conceito usual de valoracdo Booleana
ou das valoragdes para l6gicas multivaloradas. Seguimos a apresentacdo de (De Souza,
2001).

Dado um conjunto E, seja K uma familia de subconjuntos de E, isto ¢, K <

P(E). Cada elemento de K é uma K-valoracéo para E.

Se A c E, entdo o conjunto dos K-modelos de A € dado por Modk(A) ={V € K :
Ac V}.

Segue desta definicdo, que quando A = {x}, um conjunto unitario, entao:
Modk({x}) = Modk(X) ={V e K: {x} =V} ={V e K:x e V}.

O conjunto das consequéncias de A, segundo esta concepcéo, € definida por:
Ck(A) = {x € E : Modk(A) = Modk(x)}.

Isto estd de acordo com nossa concep¢ao de consequéncia semantica:

X € Ck(A) < A E x < todo K-modelo de A é também K-modelo de x.

Proposicdo 6.1: Se K é uma K-valoracao sobre E, entdo a relacdo de consequéncia Ck €
um operador de consequéncia sobre E.

Demonstracéo: Ver (De Souza, 2001). [

6.2 Matrizes abstratas

As matrizes légicas sdo modelos légicos bastante investigados, inicialmente
aplicados em légicas multivaloradas.

Numa légica multivalorada podemos ter conjunto de elementos validos como
mais de um membro. Chamamos a este de o conjunto dos elementos distinguidos e a

relacdo de consequéncia preserva a validade a partir destes elementos. Para mais
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detalhes, ver (BOLC; BOROVIC, 1992).
A seguir, introduzimos uma definicdo de operador de consequéncia que resgata

aspectos dos modelos matriciais.

Sejam E um conjunto e D ¢ E. Definimos Cp: P(E) — P(E) por:

()AND=Q = Co(A)=A
(i) AnD#@ = Co(A)=AuUD.

Evidentemente, a partir de (ii), se A < D, entdo Cp(A) = D. A motivagdo é que se
um elemento estd no conjunto dos elementos distinguidos, entdo sua imagem é o
conjunto todo de distinguidos. Se o elemento é disjunto dos elementos distinguidos,
entdo o operador ndo atua e se ha uma intersecgdo entre elementos de A e D, entdo
Co(A) =Cp((AnD)uU (A-D))=Cp(AnD)uCp(A-D)=DuU (A-D)=AuUD.

Proposicéo 6.2: Se E é um conjunto, D < E e Cp: P(E) —» P(E) satisfaz as condicbes

(i) e (ii) acima, entdo Cp & um operador de consequéncia sobre E.

Demonstracédo: Consideremos A e B subconjuntos de E. (i) Segue imediatamente da
definicdo que A < Cp(A). (i) SeAcBeAnD=B D=y, entdo Co(A)=AcB=
Co(B). SeAc B, AnD=JeBnD=J,entdo Co(A) =Ac B < BuD=Cp(B).Se
AcB,AnD =, segue que B D = I, entdo Co(A) =Au D < B u D = Cp(B). (iii)
Se An D =, entdo Co(Cp(A)) = Cpo(A) ese An D = I, entdo Cpo(Cp(A)) = Co(A U
D)=(AuD)uD=AuD=Cp(A). Portanto, Co(Cp(A)) < Co(A). [

6.3 Modelos abstratos Lindenbaum-Tarski motivados

Precisaremos do conceito de relagdo de equivaléncia.

Sejam (E, C) uma logica e B um conjunto qualquer. Dada uma funcgéo f: E — B,
0 operador Cg coinduzido por f e (E, C) em B é definido por: se X < B, entdo X ¢

fechado em B se, e somente se, f 1(X) é fechado em (E, C).

Sejam (E, C) uma ldgica e = uma relacdo de equivaléncia sobre E. A funcéo Q:
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E — E-, definida por Q(x) = [X], que leva cada elemento de E na sua classe de

equivaléncia modulo = ¢é a funcéo quociente relativa a relacéo =.

Se C- é o operador de consequéncia coinduzido por (E, C) e Q, entdo o par (E|-,

C-) é a logica quociente coinduzida por (E, C) e Q.

Proposicdo 6.3: Sejam (E1, C1), (E2, C2) e (Es, C3) légicas e t1: E1 —» Ex e t2: E2 — Es
funcdes. Se a logica (E2, C2) é coinduzida por (Ei1, Ci1) e ti1, entdo t, é traducdo se, e
somente se, tooty € tradugdo.

Demonstragdo: (=) Se t2 é uma tradugdo, desde que t; é traducdo, segue que a
composicao toot; € uma traducdo. («<=) Por outro lado, sejam toot; uma tradugdo e C um
fechado de (Es, C3). Como teoty é traducéo, segue que (tzot1)(C) = (t)((t2)2(C)) é um
fechado de (E1, C1). Agora, sendo (E2, C2) a lIdgica coinduzida por (E1, C1) e t1, tem-se
que (t2)™*(C) é um fechado de (E2, C2) e, portanto, t. ¢é tradug&o. [

Proposicdo 6.4: Sejam (E1, C1), (E2, C2) e (Es, C3) légicas e t1: E1 —» Ex e t2: E2 — Es
fungdes. Se (Ez2, C2) é a logica induzida por (Es, C3) e to, entdo t1 é traducdo se, e
somente se, t2ot1 é traducéo.

Demonstragdo: (=) Se t1 é uma tradugdo, desde que t, é traducdo, segue que a
composicgdo toot1 € uma traducdo. (<=) Por outro lado, sejam toot; uma traducgdo e B um
fechado de (Ez, C2). Por definicéo, existe um fechado C de (Es, Cs) tal que (t2)(C) = B.
Como tyot; € traducdo, segue que (t2ot1)(C) = (t)((t2)*(C)) = (t1)(B) é um fechado

de (Ez, C1) e, portanto, t; € uma traducdo. m

Uma funcdo f: A — B é compativel com uma relagdo de equivaléncia = em A,
quando:

X1 = X2 = f(x1) = f(x2).

Proposicéo 6.5: Sejam (E1, C1), (E2, C2) duas logicas e t: E1 — E> uma traducédo. Se t é
compativel com uma relagdo de equivaléncia = em Ej, entdo existe uma Unica aplica¢do
T: E:= > E> tal que ToQ =t, em que Q é a aplicagdo quociente. A aplicacdo T é uma

traducéo.
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Demonstragdo: Define-se T: Ei= — E> por T([x]) = t(x). A aplicagdo T estd bem
definida, dada a compatibilidade de t. Além disso, ToQ(x) = T([X]) = t(x), ou seja, ToQ
=t
Agora, seja F: Ei= — E» outra aplicagdo tal que t = ToQ = FoQ. Como Q ¢
sobrejetiva, entdo admite inversa a direita e, portanto, T = To(QoQ™) = Fo(QoQ™Y) =F.
Resta verificar que T é uma traducdo. Se B um fechado de E2, como t é uma
traducéo, entdo t1(B) = (ToQ)*(B) = QloT*}(B) é um fechado de E;. Dai, como Q é a

funcéo quociente, segue que T-X(B) é um fechado de E;-=. [

Dada a logica (E, C), consideramos a relacdo de equivaléncia definida sobre E
por:
X~y < C(x) = C(y).

A aplicacdo Q: E — E-, dada por:
QM) =IXI={y:x~y}

é uma traducdo e (L~, C-) é a légica quociente coinduzida por Q e (E, C).

Proposicdo 6.7: A aplicacdo Q: E — E~ é uma traducdo conservativa.

Demonstracéo: Pela afirmagdo acima, Q € uma traducdo. Agora, se Q(A) = {[x] : x €
A} e Q(x) € C-(Q(A)) entdo, para algum y e [x], tem-se que y € C(A). Como C(y) =
C(x), segue que x € C(y) e, portanto, x € C(A). [

Agora, vinculamos o conceito de funcdo quociente com traducdo contextual

abstrata.

Proposi¢do 6.8: A aplicacdo Q: E — E- é uma traducdo contextual abstrata.

Demonstra¢éo: Suponhamos que, para Aiv{xi} < E, i € {1,2,...,n}, temos X1 €

C(A1), ... , Xn-1 € C(An-1) = Xn € C(An) € Q(X1) € C-(Q(A2), ... , Q(Xn-1) € CAQ(An-
1)). Entdo, por Q ser uma traducdo conservativa, temos xn € C(An) €, por ser uma

traducdo, Q(xn) € C~(Q(An)). [ |

Pois bem, as algebras de Lindenbaum sdo obtidas por uma relacdo de
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equivaléncia modulo a dedutibilidade, conforme uma versdo generalizada dada pela
funcdo Q acima e o modelo algébrico correspondente é a algebra das formulas passado
0 quociente por esta relacdo de equivaléncia. Assim, a funcdo interpretacdo coincide
com a funcéo Q que é uma traducao conservativa, contextual abstrata e sobrejetiva.
Devido a estas caracteristicas 0os modelos Lindenbaum-Tarski s&o muito
destacados, pois ndo apenas dao a adequacdo da ldgica relativa ao seu modelo algébrico
Lindenbaum-Tarski, mas fazem a ponde de resultados do ambiente sintatico para o

semantico e também o contrario, de modo muito simples e imediato.

Considerac0es Finais

O presente trabalho resgatou algumas caracteristicas sintaticas e semanticas de
l6gicas por meio de uma visdo abstrata bem geral e introduziu alguns novos
desenvolvimentos tedricos das légicas abstratas.

O conceito de traducdes entre ldégicas foi utilizado para definir nocbes
importantes no ambito da logica, como o de uma ldgica ser correta, completa,
fortemente correta e fortemente completa segundo um modelo. Os desenvolvimentos
tedricos sobre traduces ja estdo desenvolvidos. Nossa contribuicdo esta em dispor estes
conceitos tedricos com as usuais nogoes de correcdo e completude logicas.

Além disso, num contexto topoldgico, o conceito de funcéo continua € associado
ao de traducéo, o que foi destacado no texto.

Algumas semanticas usuais, especificamente as K-valoragdes de Newton C. A.
da Costa, a nossa proposta de matrizes abstratas e as algebras de Lindenbaum foram
utilizadas para obter ldgicas abstratas.

Nossa proposta foi trabalhar com uma nocdo de logica bem abstrata e ampla,
para a qual optamos pela definicdo de logica de acordo com Tarski. Este ambiente
abstrato e geral é interessante por abranger uma grande quantidade de ldgicas.
Claramente, com a definicdo que temos utilizado ndo consideramos logicas nédo
monotoénicas, por exemplo. Porém, dependendo do interesse do estudo, podemos tomar,
ao invés do operador de consequéncia de Tarski, outro operador, como o operador
cumulativo encontrado em (Gabbay, 1985) tal que a propriedade da monotonicidade
seja substituida pela propriedade: A ¢ B < C(A) = C(A) < C(B), denominada por
Gabbay de monotonicidade fraca e, posteriormente, monotonicidade cautelosa por

Makinson (1989). Desta forma, caso tivéssemos interesse em trabalhar com aspectos
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ndo monotodnicos das logicas, poderiamos adotar a definicdo de logica abstrata com o
operador cumulativo.

Muitos sdo 0s caminhos para continuarmos o estudo iniciado neste artigo que
podem vir do estudo de novas caracteristicas em logicas abstratas ou da mudanca do
operador de consequéncia de Tarski por outro que convenha. Também podemos incluir
aspectos da linguagem L, ainda em uma versdo bastante abstrata. Mas julgamos que

ainda podemos refinar no¢des de l0gica apenas neste ambiente conjuntista.
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